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Рассмотрены вычислительные аспекты рабочей схемы параметрической
идентификации дискретных LQG систем методом вспомогательного функ-
ционала качества (ВФК), существенные для ее реализации. Для вычисле-
ния ВФК и его градиента впервые применен новый устойчивый к ошибкам
машинного округления адаптивный расширенный ортогонализованный UD-
фильтр. Дан пример параметрической идентификации математической мо-
дели суточной термометрии теплового гомеостаза человека с повышенной
степенью параметрической неопределенности. Результаты численных экс-
периментов демонстрируют работоспособность предложенных алгоритмов.
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Computational issues of a working scheme of the parametric identification
of discrete LQG systems by use of the auxiliary quality functional (AQF),
being essential for the implementation, are considered. To calculate the AQF
and its gradient, a stable to errors of computer roundoff adaptive extended
orthogonalized UD-фильтр is for the first time applied. An example of the
parameter identification of a mathematical model of daily thermometry of the
thermal human homeostatis with increased degree of parameter uncertainty is
given. Results of numerical experiments demonstrates the operability of the
algorithms proposed.

1. Введение

В недавней работе [1] детально описана рабочая схема метода вспомога-
тельного функционала качества для параметрической идентификации дис-
кретных LQG систем с управлением и фильтрацией1. Приведен пример ее
применения в области системной биологии для параметрической идентифика-
ции математической модели третьего порядка теплового гомеостаза человека.

Согласно существующей терминологии [2], вспомогательный функционал
качества (ВФК) — это такой реализуемый показатель качества системы, ко-
торый подчиняется двум обязательным условиям:

• зависимость ВФК только от процессов, доступных для прямого измере-
ния;

• эквивалентность целей функционирования по исходному (недоступно-
му) и по вспомогательному (доступному) функционалам качества.

Благодаря такому подходу, достигаются два эффекта: (1) идентификация про-
изводится на минимум ошибки оценки состояния, а не измеряемого выхо-
да системы, что интуитивно предпочтительнее известного по Льюнгу метода
ошибки предсказания (так как вектор состояния, по определению, является
наиболее полной характеристикой внутреннего поведения системы), и (2) вы-
числительные методы оптимизации в режиме реального времени становятся
реализуемы. После формирования ВФК задача сводится к выбору (или по-
строению) сходящегося численного метода.

Чтобы метод ВФК оказался осуществим на практике, к стохастической
модели источника данных объективно предъявляются два важных требова-
ния:

• модель должна быть задана в дискретном времени;
1Под аббревиатурой LQG понимают стохастические дискретные системы с линейными

моделями, квадратическим критерием качества и гауссовыми помехами.
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• модель должна обладать конструктивным (практически проверяемым)
свойством полной наблюдаемости.

В отличие от [1], целью данной работы является раскрытие вычислитель-
ных аспектов параметрической идентификации методом ВФК, а именно: внед-
рение в метод ВФК ортогонализованных реализаций адаптивных фильтров,
обеспечивающих численную устойчивость к ошибкам машинного округления,
и, в частности, построенного в [3] адаптивного расширенного ортогонализо-
ванного UD-фильтра.

Все известные в научной литературе реализации UD-фильтра относятся к
классу устойчивых к ошибкам машинного округления модификаций дискрет-
ного фильтра Калмана (ФК). Их особенность заключается в том, что они ос-
нованы на представлении ковариационной матрицы P ошибок оценок вектора
состояния LQG системы в виде произведения UPDPU

T
P , где U — верхняя тре-

угольная матрица с единицами на диагонали,D — диагональная матрица (для
любой положительно определенной матрицы такое представление можно по-
лучить как результат модифицированного разложения Холецкого [4, 5]). Пер-
вой UD-реализацией ФК был последовательный алгоритм Дж. Бирмана [4].
Бирман не только доказал вычислительную эффективность UD-фильтра, но
и показал, что при соответствующей программной реализации его алгоритм
не сложнее, чем стандартный алгоритм Калмана [6].

Из всех численно эффективных реализаций ФК самыми современными и
совершенными являются ортогонализованные блочные алгоритмы. Ортого-
нализованными называют методы, в которых применяют ортогональные пре-
образования. Подход к построению ортогонализованных блочных алгоритмов
предложен Т. Кайлатом (подробное описание в [7]). Именно этот подход к
построению адаптивного расширенного ортогонализованного UD-фильтра [3]
использован в данной работе. Работа представлена следующим образом.

После формулирования общего решения задачи методом ВФК (разд. 2)
проведено испытание результатов внедрения в него современных ортогонали-
зованных алгоритмов. В качестве “полигона” для испытаний выбрана более
сложная, по сравнению с [1], задача параметрической идентификации модели
суточной термометрии теплового гомеостаза человека (разд. 3), то есть мо-
дель размерности не 3, а 4 [8]. На материале этой практически важной задачи
раскрыта рабочая схема ВФК-идентификации (разд. 4) и проведены необхо-
димые вычислительные эксперименты (разд. 5). Заключительный раздел 6
формулирует основные теоретические и практические результаты проведен-
ной работы и тем самым раскрывает ее перспективы.
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2. Задача параметрической идентификации
дискретной LQG системы

Рассмотрим стохастическую систему, принадлежащую классу (1) стоха-
стических дискретных LQG-систем, заданных выражениями

(1) S(θ) :



xt+1 = Φ(θ)xt + Γ(θ)wt,

zt+1 = H(θ)xt+1 + vt+1;

x̄0(θ) , E {x0},
Π0(θ) , E

{
[x0 − x̄0(θ)][x0 − x̄0(θ)]T

}
,

E {wt} = 0, E
{
wtw

T
t

}
= Q(θ) ≥ 0,

E {vt} = 0, E
{
vtv

T
t

}
= R(θ) > 0;

t = 0, . . . , (N − 1),


где {wt} и {vt} — независимые последовательности нормально распределен-
ных случайных векторов, которые не зависят и от случайного начального
состояния системы x0. Системный векторный параметр θ ∈ Rp принадлежит
некоторой области определения Θ. В каждом конкретном случае мы име-
ем дело с конкретной (заданной) системой S(θ̊) из рассматриваемого класса.
Обозначим через θ̊ “истинное” значение системного параметра, подлежащего
идентификации по имеющимся выходным данным ZN

1 = [ zT
1

∣∣ · · · ∣∣ zT
N ]T.

Предположим, что для систем S(θ) элементы матриц Φ ∈ Rn×n, Γ ∈ Rn×q,
H ∈ Rm×n, Q ∈ Rq×q, R ∈ Rm×m и Π0 ∈ Rn×n являются дифференцируемыми
функциями параметра θ в точке θ̊, однако, где необходимо, будем упрощать
обозначение Φ(θ) до Φ и т. д.

С целью оценивания вектора состояния заданной LQG системы рассмот-
рим линейную динамическую модель M(θ), представленную уравнениями с
начальными условиями g0 = x̄0(θ) и P0 = Π0(θ) при t = 0, . . . , (N − 1) :

(2) M(θ) :



ĝt+1 = Φ(θ)ĝt +Kp,trt,

rt = zt −Hĝt,
Kp,t = Φ(θ)PtH

T(θ)B−1
r,t (θ),

Br,t = R(θ) +H(θ)PtH
T(θ),

Pt+1 = Φ(θ)PtΦ
T(θ) + Γ(θ)Q(θ)ΓT(θ)−Kp,tBr,tK

T
p,t.


Ошибку восстановления (оценивания) вектора состояния xt системы S(θ̊)

по модели M(θ) (2) определим как вектор et , xt − ĝt с ковариационной
матрицей Pee(t) , E

{
[et − E {et}][et − E {et}]T

}
.

Теорема 1 ([9]). Восстановление вектора состояния xt системы S(θ̊) по
модели M(θ) (2) является оптимальным для любого момента времени t
в смысле минимума критерия средней квадратичной ошибки (СКО – Mean
Squared Error, MSE), определенного в виде Je(θ) , E

{
eT
t et
}

= tr {Pee(t)} [9],
если M(θ) (2) совпадает с M(θ̊), то есть с известным дискретным филь-
тром Калмана (ФК), или иными словами, с обновляющей моделью (innovation
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model) M(θ̊) для исходной системы S(θ̊), и в этом случае невязка rt явля-
ется обновляющей последовательностью νt — дискретным белым шумом с
нулевым математическим ожиданием и ковариацией HPtHT +R, вычисля-
емой в модели M(θ̊).

Определение 1. Исходный функционал качества (ИФК) для идентифика-
ции оптимальной модели M(θ̊) в классе (2) моделей M(θ), где θ ∈ Θ, за-
висящий от недоступной величины et, определим как Je(θ) , E

{
eT
t et
}
, где

arg min
θ∈Θ

Je(θ) = θ̊.

Определение 2. Два различных функционала (критерия качества), напри-
мер, Je(θ) и Jε(θ), назовем эквимодальными друг другу, если они имеют один
и тот же аргумент минимизации: arg min

θ∈Θ
Je(θ) = arg min

θ∈Θ
Jε(θ).

Определение 3. Вспомогательный функционал качества (ВФК) для иден-
тификации оптимальной модели M(θ̊) в классе (2) моделей M(θ), где θ ∈ Θ,
определим как Jε(θ) , E

{
εT
t εt
}
, зависящий от доступной величины εt, при

условии, что Je(θ) и Jε(θ) эквимодальные.

Задача 1. Принимая во внимание недоступность ошибки оценивания et,
и, следовательно, нереализуемость исходного функционала качества Je(θ),
требуется найти реализуемый ВФК для идентификации оптимальной мо-
дели M(θ̊) в классе (2) моделей M(θ), где θ ∈ Θ.

Решение. Общее решение обозначенной проблемы впервые было дано в [10]
и затем подробно изложено в обзоре [11]. Применительно к условиям (1), (2)
этот результат имеет следующий вид.

Теорема 2 ([10, 11]). Эквимодальность исходного среднеквадратического функ-
ционала ошибки Je(θ) , E

{
eTt et

}
и вспомогательного функционала в виде

Jε(θ) , E
{
εTt εt

}
, то есть равенство

θ̂ , arg min
θ
Jε(θ) = arg min

θ
Je(θ) , θ̊

по параметру θ ∈ Θ ⊂ Rp в некотором компактном множестве Θ обеспечи-
вается, если

εt , εt(θ) = S (Zt+s−1
t )− ĝt,

где s — максимальный индекс наблюдаемости системы, оценка ĝt получена
с помощью модели M(θ) (2) и выходной составной вектор измерений выгля-
дит как

Zt+s−1
t = [ zT

t

∣∣ zT
t+1

∣∣ . . . ∣∣ zT
t+s−1 ]T.

Далее рассмотрим вычислительные аспекты метода ВФК. Покажем, как
можно применить современный устойчивый адаптивный ортогонализованный
UD-алгоритм [3] к вычислению ВФК и его градиента. В качестве примера рас-
смотрим решение задачи параметрической идентификации дискретной LQG
модели четвертого порядка суточной термометрии теплового гомеостаза че-
ловека.
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3. Дискретная LQG модель суточной
термометрии теплового гомеостаза человека

В работе [8] построены несколько вариантов дискретной LQG модели су-
точной термометрии теплового гомеостаза человека. Здесь рассмотрим один
из вариантов, а именно: дискретную LQG модель четвертого порядка 4dDRCM,
записанную в соответствии с терминологией [12].
4dDRCM=4-dimension Discrete-time Real-valued Canonical Model:

xt+1 =


cosωnτ − sinωnτ 0 0
sinωnτ cosωnτ 0 0

0 0 d 0
0 0 0 1

xt +


0
0

σ
√

1− d2

0

wt(3)

zt =
[

1 1 1 1
]
xt + vt ,(4)

x0 =
[

1/2, −1/2, 0, u∗
]T

,(5)

где d , e−λτ , zt — измерения температуры тела здорового человека, τ ,
∆t , ti+1 − ti — интервал дискретизации, равный 5 мин, wt — дискрет-
ный гауссовский белый шум с единичной ковариацией (Q = 1), ωn = 2π/Tn,
Tn = 24 ч, vt — ошибка измерения с нулевым средним и ковариацией R =
(0.125)2, u∗ = 36.0 ◦C — начальное значение среднесуточного уровня темпе-
ратуры здорового человека (среднесуточный уровень здесь считается неиз-
вестным и включен как четвертый элемент вектора состояния, подлежащий
оцениванию в расширяемом таким образом фильтре) и θ̊ = [ λ̊

∣∣ σ̊ ]T — вектор
неизвестных параметров модели, подлежащий идентификации.

4. Рабочая схема ВФК-идентификации

Как показано в [10, 11], ключевым условием построения ВФК является
полная наблюдаемость дискретной системы (1).

4.1. Проверка полной наблюдаемости системы

Система (1) является полностью наблюдаемой тогда и только тогда, когда
rank W = n, где W = [HT|(HΦ)T| · · · |(HΦs−1)T]T, s ≥ 1.

Для проверки данного свойства вычислим частные индексы наблюдаемо-
сти pj [12], j = 1, . . . ,m системы (1):

(6)
pj = rank [hT

j

∣∣ (hjΦ)T
∣∣ · · · ∣∣ (hjΦ

n−1)T ],

j = 1, . . . ,m− 1, pm = n− (p1 + · · ·+ pm−1)

где hj обозначает j-ую строку матрицы H. Далее найдем максимальный ин-
декс наблюдаемости s = max

j=1,m
pj.
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Для модели 4dDRCM (3)–(5) найдем:

W =


1

∣∣ 1
∣∣ 1

∣∣ 1
cosωnτ + sinωnτ

∣∣ cosωnτ − sinωnτ
∣∣ d

∣∣ 1
cos 2ωnτ + sin 2ωnτ

∣∣ cos 2ωnτ − sin 2ωnτ
∣∣ d2

∣∣ 1
cos 3ωnτ + sin 3ωnτ

∣∣ cos 3ωnτ − sin 3ωnτ
∣∣ d3

∣∣ 1

 ,
det W = 4(1− d) sinωnτ [(cosωnτ − 1)(d2 + 1) + d(cos 2ωnτ + 2 cosωnτ)].

Поскольку rank W 6= 0, система (3)–(5) является полностью наблюдаемой.
Следовательно, s = p1 = 4. Равенство det W 6= 0 задает область определе-
ния Θ параметра θ.

4.2. Дискретная Стандартная Наблюдаемая Модель
(ДСНМ)

Для реализации метода ВФК [10, 11] необходимо привести систему (1)
и соответствующую ей модель (2) к стандартной наблюдаемой форме, т. е.,
построить эквивалентную ДСНМ. Для этого запишем матрицу перехода к
ДСНМ:

(7) W? = [hT
1 | . . . |(h1Φp1−1)T| . . . |hT

m| . . . |(hmΦpm−1)T]T.

Полученная n×n-матрица является одновременно и матрицей наблюдаемости
заданной системы. Отсюда detW? 6= 0.

Выполнив преобразование x? = W?x для (1) и (2), получим

x?t+1 = Φ?x
?
t + Γ?wt ,

zt+1 = H?x
?
t+1 + vt+1 ,

Φ? = W?ΦW
−1
? , Γ? = W?Γ , H? = HW−1

? ,(8)

где матрица Φ? имеет специальную блочную форму [8], а матрица H? состоит
только из единиц и нулей и, следовательно, не зависит от θ. Применяя (7) и
(8) к (3)–(5), получим
4dDSOM=4-dimension Discrete-time Standard Observable Model:

x?t+1 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−a4 −a3 −a2 −a1


︸ ︷︷ ︸

Φ?

x?t +


1
d
d2

d3

σ√1− d2

︸ ︷︷ ︸
Γ?

wt ,(9)

zt =
[

1 0 0 0
]︸ ︷︷ ︸

H?

x?t + vt ,(10)

−a4 = −d ,
−a3 = 1 + d(2 cosωnτ + 1) ,

−a2 = −(d+ 1)(2 cosωnτ + 1) ,

−a1 = d+ 1 + 2 cosωnτ ,
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x?0 =
[
u∗

∣∣ sinωnτ + u∗
∣∣ sin 2ωnτ + u∗

∣∣ sin 3ωnτ + u∗
]T

.(11)

(Все эти вычисления проведены в системе математических расчетов Maple.)

Замечание 1. В дальнейшем будем рассматривать только дискретную стан-
дартную наблюдаемую модель, и поэтому нижний индекс ? для матриц и
верхний индекс ? для векторов в (8) и в (9)–(11) использовать не будем.

4.3. Реализация алгоритма оценивания вектора
состояния LQG системы

Фильтр Калмана M(θ̊), так же как и сходная с ним по структуре адап-
тивная модель M(θ) вида (2), имеют один большой недостаток, а именно: яв-
ляются численно неустойчивыми по отношению к ошибкам машинного округ-
ления (см., например, обсуждение в [13]). Для преодоления этого недостатка
разработано множество альтернативных подходов [14]. Среди них положи-
тельными качествами выделяются основанные на известных методах фак-
торизации положительно определенных матриц классы ортогонализованных
квадратно-корневых алгоритмов и UD-алгоритмы. Как отмечалось, они обла-
дают свойством численной устойчивости по отношению к ошибкам машинного
округления, поскольку используют на каждом шаге ортогональные преобра-
зования [14, Chapter 12]. Поэтому от стандартного представления (2) совер-
шим переход на современный, алгебраически эквивалентный стандартному,
расширенный ортогонализованный UD-алгоритм, построенный в [15]. Тем са-
мым дадим первую демонстрацию того, каким образом этот алгоритм можно
применять для вычисления ВФК и его градиента при решении множества
задач параметрической идентификации.

С этой целью перепишем UD-алгоритм [15] в обозначениях (2).
Используем представление любой ковариационной матрицы в виде Pt =

= UPtDPtU
T
Pt
, где U — верхняя треугольная матрица, D — диагональная мат-

рица. Положим ẑt = (UPtDPt)
−1ĝt, bt = (UBr,tDBr,t)

−1rt.

Алгоритм 1 [Расширенный ортогонализованный UD-фильтр]

1. Начальные данные: Вычислить UD-факторы Холецкого {UΠ0 , DΠ0},
{UR, DR}, {UQ, DQ}. Положить ẑ0 = (UΠ0DΠ0)

−1x̄0 и UP0 = UΠ0 ,
DP0 = DΠ0 .

2. Рекуррентно обновлять {UPt+1 , DPt+1} и ẑt+1 (t ≥ 0) :

а) Сформировать блочные матрицы

Dt = diag{DQ, DPt , DR} ,

AT
t =

 0 ẑT
t −zT

t (URDR)−T

ΓUQ ΦUPt 0
0 HUPt UR

 .(12)

б) Для пары {At ,Dt} выполнить MWGS-ортогонализацию (модифици-
рованную взвешенную ортогонализацию Грама-Шмидта [5]) столб-
цов матрицы At относительно весовой матрицы Dt и получить в
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результате пару блочных матриц {A†t ,D
†
t}:

D†t = diag{1, DPt+1 , DBr,t}, A†t =

 (∗) ẑT
t+1 bT

t

0 UPt+1 Kp,tUBr,t

0 0 UBt


таких, что

AT
t = At†BT

t и AtTDtAt = At†Dt†
(
At†
)T
,

где следующие матрицы характеризованы своими размерами и ви-
дом:
Dt ∈ R(q+n+m)×(q+n+m),
At ∈ R(q+n+m)×(1+n+m),
Bt ∈ R(q+n+m)×(1+n+m) — матрица MWGS-преобразования, приводя-
щего к верхней треугольной блочной матрицеAt† ∈ R(1+n+m)×(1+n+m)

и диагональной матрице Dt† ∈ R(1+n+m)×(1+n+m),
(∗) — часть матрицы At†, не представляющая интереса.

Замечание 2. В любой момент времени t доступна оценка вектора состо-
яния

(13) ĝt = (UPtDPt)ẑt.

Алгоритм 1 имеет компактную и удобную форму записи, позволяющую
единообразно обрабатывать все данные. Такую форму UD-фильтра очень про-
сто реализовать в виде программного кода на ЭВМ. Вычисление оценки векто-
ра состояния (13) не требует операции матричного обращения, подверженной
ошибкам машинного округления.

Для того, чтобы избавиться от операции матричного обращения при вы-
числении величины−zT

t (URDR)−T в блочной матрице (12), ее можно заменить
на − (z∗t )

T, где z∗t — декоррелированные измерения (см. [16], стр. 240).
Теперь перейдем к построению ВФК.

4.4. Построение вспомогательного функционала
качества

В соответствии с [10, с. 109] или [11, p. 274], для построения ВФК запишем
вспомогательный процесс εt (см. определение 3 и теорему 2):

(14) εt , εt(θ) = S (Zt+s−1
t )− ĝt,

где s — максимальный индекс наблюдаемости, оценка ĝt получена с помощью
модели M(θ) (2) и выходной составной вектор измерений выглядит как

Zt+s−1
t = [ zT

t

∣∣ zT
t+1

∣∣ . . . ∣∣ zT
t+s−1 ]T.

Как было указано в п. 4.3., и в соответствии с [17, p. 516], специальное мат-
ричное преобразование S (·) выполним в соответствии с определением из [10,
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с. 106–107] или [11, pp. 270–271]. Оценки ĝt будем вычислять с помощью расши-
ренного ортогонализованного UD-фильтра (алгоритм 1). Для этого выразим
величины, участвующие в вычислении (14), в терминах алгоритма 1. Восполь-
зуемся выражением (13). Перепишем выражение (14) в виде

(15) εt(θ) = S (Zt+s−1
t )− (UPtDPt)ẑt.

Рассмотрим ВФК как критерий качества идентификации Jε(θ) = J(θ
∣∣ ZN

1 )
неизвестного параметра θ в соответствии с определением 3. Следуя [11, p. 273],
запишем (коэффициент 1

2
введен для удобства):

(16) Jε(θ) ,
1

2
E
{
εt(θ )Tεt(θ )

}
.

Переходя в (16) к выборочному среднему, перепишем (16) в удобном для чис-
ленной реализации виде:

(17) Ĵ a
N(θ ) =

1

2N

N∑
t=1

εt(θ )Tεt(θ ).

Полагая s = 4 в случае модели 4dDSOM (9)–(11), общее выражение для
S (Zt+s−1

t ) в (14) и (15) примет вид:

(18) S (Zt+3
t ) =


zt
zt+1

zt+2

zt+3

 .

Таким образом, построение ВФК для модели 4dDRCM завершено. Но-
вым является выражение (15) для вычисления вспомогательного процесса в
терминах алгоритма 1. Теперь для минимизации ВФК можно использовать
весь известный аппарат численных методов, что позволит идентифицировать
оптимальную модель M(θ̊) так хорошо, насколько это возможно при данном
подходе.

4.5. Минимизация ВФК

Для численной минимизации ВФК будем использовать градиентный ме-
тод с заданным начальным значением параметра θ. (Выбор начального значе-
ния параметра представляет собой отдельную задачу, которая в данной работе
не рассматривается.) Наряду с градиентным методом для минимизации ВФК
можно применить и другие методы, в том числе метод Ньютона [18]. Вопрос
выбора численного метода для минимизации ВФК также требует отдельного
рассмотрения и является одной из задач дальнейших исследований.

Для указанных численных методов запишем общий вид итерационного
выражения:

(19) θ̂j+1 = θ̂j − βjG−1(θ̂j )∇Ĵ a
N(θ̂j ),

где θ̂j — значение параметра на j-ой итерации, ∇ обозначает оператор гради-
ента, который применяется здесь к ВФК (17) в точке θ = θ̂j, матрица G(θ̂j )
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равна единичной матрице I для градиентного метода и матрице ∇2Ĵ a
N(θ̂j )

вторых частных производных или гессиану от Ĵ a
N(θ̂j ) в точке θ = θ̂j, для ме-

тодов ньютоновского типа. Величина шага βj выбирается таким образом, что-
бы удовлетворить неравенству Ĵ a

N(θ̂j+1 ) ≤ Ĵ a
N(θ̂j )+e, где e — положительное

число, задаваемое различными способами, например, как в [19].
Алгоритм (19) требует построения уравнений чувствительности для вы-

числения частных производных оценок вектора состояния относительно неиз-
вестных параметров. Стандартным подходом является прямое дифференци-
рование уравнений модели M(θ), приводящее к набору векторных уравнений,
известных как уравнения чувствительности фильтра и набору матричных
уравнений, известных как уравнения чувствительности типа Риккати, –
такая версия алгоритма изложена в [1]. Альтернативным подходом для вы-
числения требуемых для алгоритма (19) величин являются новые устойчи-
вые к ошибкам машинного округления методы на базе ортогонализованных
квадратно-корневых ковариационных фильтров [20, 21, 22, 23, 24] или на базе
ортогонализованных UD-фильтров [3, 15, 25].

В недавней работе [3] построен новый адаптивный расширенный ортого-
нализованный UD-фильтр. Это название следует понимать так:

• Адаптивный — алгоритм позволяет вычислить одновременно как оцен-
ки вектора состояния LQG системы, так и необходимые для градиентно-
го метода идентификации частные производные оценок вектора состоя-
ния относительно неизвестных параметров.

• Расширенный — все вычисляемые в алгоритме величины обрабатывают-
ся единообразно, в одном блочном массиве.

• Ортогонализованный — алгоритм основан на устойчивом к ошибкам ма-
шинного округления MWGS-преобразовании (модифицированном взве-
шенном ортогональном преобразовании Грама-Шмидта).

Далее покажем, как применить адаптивный расширенный ортогонализо-
ванный UD-фильтр для вычисления градиента ВФК, минуя явное дифферен-
цирование ковариационных итераций Риккати, что является одним из глав-
ных преимуществ.

4.6. Вычисление градиента ВФК на базе адаптивного
расширенного ортогонализованного UD-фильтра

Рассмотрим задачу вычисления градиента ВФК в терминах алгоритма 1.
Сначала продифференцируем (17) по θi (i = 1, . . . , p):

(20)
∂Ĵ a

N(θ )

∂θi
=

1

N

N∑
t=1

εT
t (θ )

∂εt(θ )

∂θi
, i = 1, . . . , p.

Теперь дифференцируя (15) по θi, получим

(21)
∂εt(θ )

∂θi
= −

[
∂UPt

∂θi
DPt + UPt

∂DPt

∂θi

]
ẑt − (UPtDPt)

∂ẑt
∂θi

.
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Для вычисления величин ∂UPt/∂θi, ∂DPt/∂θi, ∂ẑt/∂θi модифицируем адап-
тивный расширенный ортогонализованный UD-фильтр, построенный в [3].
Сформулируем полученный результат.

Алгоритм 2 [Адаптивный расширенный ортогонализованный UD-фильтр]

0. Задать текущее значение параметра θ равным θ̂.
1. Вычислить Φ̂ = Φ(θ̂), Γ̂ = Γ(θ̂), Q̂ = Q(θ̂), R̂ = R(θ̂), Π̂0 = Π0(θ̂), x̂0 = x̄0(θ̂) .
2. Для i = 1, . . . , p вычислить
∂Φ̂

∂θi
=
∂Φ

∂θi

∣∣∣∣
θ̂

,
∂Γ̂

∂θi
=

∂Γ

∂θi

∣∣∣∣
θ̂

,
∂Q̂

∂θi
=
∂Q

∂θi

∣∣∣∣
θ̂

,
∂R̂

∂θi
=
∂R

∂θi

∣∣∣∣
θ̂

,
∂Π̂0

∂θi
=
∂Π0

∂θi

∣∣∣∣
θ̂

,
∂x̂0

∂θi
=
∂x̄0

∂θi

∣∣∣∣
θ̂

.

3. Вычислить UD-факторы Холецкого {UΠ̂0
, DΠ̂0

}, {UR̂, DR̂}, {UQ̂, DQ̂} и{
∂UΠ̂0

∂θi
,
∂DΠ̂0

∂θi

}
,
{
∂UR̂
∂θi

,
∂DR̂

∂θi

}
,
{
∂UQ̂
∂θi

,
∂DQ̂

∂θi

}
; i = 1, . . . , p.

4. Установить начальные значения ẑ0 = (UΠ0DΠ0)
−1x̂0, UP0 = UΠ0, DP0 = DΠ0,

∂ẑ0

∂θi
= (UΠ0DΠ0)

−1

[
∂x̂0

∂θi
− ∂(UΠ0DΠ0)

∂θi
ẑ0

]
,
∂UP0

∂θi
=
∂UΠ̂0

∂θi
,
∂DP0

∂θi
=
∂DΠ̂0

∂θi
.

5. Для t = 1, . . . , N выполнить
6. Провести вычисления по п. 2 алгоритма 2:
7. Заполнить блочные матрицы At и Dt величинами

из пп. 1, 2 и 3;
8. Вычислить элементы блочных матриц A†t и D

†
t с помощью

MWGS-преобразования. Сохранить Bt, A†t , D
†
t ;

9. Для каждого θi (i = 1, . . . , p) вычислить:

10. Заполнить блочные матрицы
∂At
∂θi

,
∂Dt
∂θi

величинами

из пп. 1 и 2;

11. Вычислить матрицу BtTDt
∂At
∂θi

(A†t)−T. Разделить ее

на части L̄0(i), D0(i) и Ū0(i). Сохранить найденные значения.

12. Вычислить матрицу BtT
∂Dt
∂θi
Bt. Разделить ее на части ŪT

2 (i),

D2(i) and Ū2(i). Сохранить найденные значения.

13. Вычислить
∂A†t
∂θi

= A†t
[
L̄T

0 (i) + Ū0(i) + Ū2(i)
]

(D†t )−1.

14. Вычислить
∂D†t
∂θi

= 2D0(i) +D2(i).

15. Получить результат:

∂UPt

∂θi
=

[
∂A†t
∂θi

]2:(2+n)

(1+n):(1+2n)

,
∂DPt

∂θi
=

[
∂D†t
∂θi

]2:(2+n)

2:(2+n)

,

∂ẑt
∂θi

=

[∂A†t
∂θi

]1:1

(1+n):(1+2n)

T

.

16. Конец.
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Замечание 3. В п. 15 алгоритма 2 через [A]k:l
m:n обозначен матричный блок,

расположенный в матрице A на пересечении строк с k-ой по l-ую и столбцов
с m-го по n-ый.

Для модели 4dDSOM (9)–(11) найдем аналитические выражения для ве-

личин из п. 2 алгоритма 2. При заданном θ = [λ
∣∣ σ ]T, запишем

∂Φ

∂σ
= 0,

∂Q

∂λ
= 0,

∂Q

∂σ
= 0,

∂R

∂λ
= 0,

∂R

∂σ
= 0,

∂Π0

∂λ
= 0,

∂Π0

∂σ
= 0,

∂x̄0

∂λ
= 0,

∂x̄0

∂σ
= 0 и

∂Φ

∂λ
=


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
τd −τd(2 cos ωnτ + 1) τd(2 cos ωnτ + 1) −τd

 ,(22)

∂Γ

∂λ
=

τdσ√
1− d2


d

−1 + 2d2

−2d+ 3d3

−3d2 + 4d4

 , ∂Γ

∂σ
=
√

1− d2


1
d
d2

d3

 .(23)

4.7. Схема ВФК-идентификации модели 4dDRCM

Предположим, что для решения задачи параметрической идентификации
выбран градиентный метод (19), где G(θj ) = I. Далее объясним — на примере
идентификации модели 4dDRCM — каким образом происходит вычисление
оценки θ̂j+1 на (j + 1)-ой итерации цикла.

Алгоритм 3 [Процедура ВФК-идентификации]

X Взять текущую оценку θ̂j.

1◦ Вычислить значения элементов матриц в (9) в текущей точке θ̂j: Φ̂ = Φ(θ̂j),
Γ̂ = Γ(θ̂j) (остальные матрицы не зависят от θ = [λ |σ]T).

2◦ Вычислить значения частных производных элементов матриц в текущей
точке θj по выражениям (22), (23).

3◦ Используя выходные данные ZN
1 = [ zT

1

∣∣ · · · ∣∣ zT
N ]T, вычислить ВФК в

текущей точке θ̂j по выражениям (15), (17), (18), применяя алгоритм 1
и полученные на Шаге 1◦ результаты.

4◦ Вычислить градиент ВФК в текущей точке θ̂j по выражениям (20), (21),
применяя алгоритм 2 и полученные на Шаге 2◦ результаты.

X Сохранить вычисленные в текущей точке θ̂j значения ВФК и его гради-
ента. Выполнить очередную итерацию градиентного метода (19) и найти
следующее приближение θ̂j+1. Повторить алгоритм с Шага 1◦ в точке
θ̂j+1. Продолжать до тех пор, пока не будет выполнен заданный крите-
рий остановки.
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5. Численные эксперименты

Рассмотрим стохастическую модель 4dDRCM (3)–(5). Эксперименталь-
ные условия представлены в табл. 1.

Таблица 1. Экспериментальные условия для идентификации параметра
θ = [λ |σ]T и оценивания неизвестного среднего значения u∗

Количество измерений N = 2× 288
Интервал измерений (мин) τ = 5

Истинное значение параметра λ λ̊ = 0.01
Истинное значение параметра σ σ̊ = 0.3
Время корреляции модельного шума (мин) Tn = 24 · 60, ωn = 2π/Tn

Среднесуточная температура u∗ = 36.0 ◦C
Ковариация погрешности измерений R = (0.125)2

Нач. значение вектора состояния x0 = x?0 (11)
Нач. значение оценки λ λ̂0 = 0.0001
Нач. значение оценки σ σ̂0 = 0.0001

При заданном (истинном) значении системного параметра θ̊ 6= 0, смо-
делирована последовательность из N измерений. Затем полученные данные
поделены на две части, каждая из которых представляет собой суточные из-
мерения температуры здорового человека. Первая часть использовалась для
идентификации “неизвестного” параметра θ, а вторая — для оценивания век-
тора состояния системы с найденным значением неизвестного параметра.

Все программные коды написаны на языке MatLab. Для минимизации
ВФК использован The MatLab Optimization Toolbox со встроенной функ-
цией fmincon, реализующий метод оптимизации градиентного типа. Для про-
ведения численных экспериментов разработаны m-функции с реализацией ал-
горитма 2 для вычисления ВФК и его градиента. Затем эти функции были
встроены в метод fmincon. Полученные результаты представлены в табл. 2.

Таблица 2. Результаты параметрической идентификации модели 4dDRCM

θ̊, истинное значение параметра θ [0.01
∣∣ 0.3]T

θ̂, полученная оценка [0.010373
∣∣ 0.271158]T

Относительная погрешность ||̊θ − θ̂||/||̊θ|| 0.096094

Данные табл. 2 подтверждают приемлемую работоспособность предло-
женных алгоритмов.

На рис. 1 показаны модельные данные: вторая часть измерений Z576
289 , гра-

фик оценки суточной динамики температуры здорового человекаHĝt, график
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оценки среднесуточного уровня температуры ĝ
(4)
t (t = 289, . . . , 576). При оце-

нивании в модели 4dDRCM использовались найденные значения параметра
θ̂ = [0.010373

∣∣ 0.271158]T.

Рис. 1. Параметрическое оценивание по модели 4dDRCM [oC]: (красные
точки) — вторая часть измерений Z576

289 , (черная сплошная линия) — гра-
фик оценки суточной динамики температуры здорового человека, (синяя
сплошная линия) — график оценки среднесуточного уровня температуры.

Представленные на рис. 1 результаты подтверждают способность стоха-
стической модели 4dDRCM (3), (5) воспроизводить циркадный ритм суточной
динамики температуры здорового человека.

6. Заключение

В работе рассмотрены вычислительные аспекты рабочей схемы парамет-
рической идентификации дискретных LQG систем методом вспомогательного
функционала качества. Перечислим новые результаты, полученные в данной
работе:

• Новые выражения для ВФК и его градиента в терминах расширенного
ортогонализованного UD-фильтра.

• Модификация построенного в [3] адаптивного расширенного ортогона-
лизованного UD-фильтра с целью его использования в методе ВФК.

• Программная реализация алгоритмов 1, 2 и 3 на языке MatLab.
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• Численные эксперименты, демонстрирующие решение задачи парамет-
рической идентификации математической модели четвертого порядка
суточной термометрии теплового гомеостаза человека.

Дальнейшие исследования направлены на решение вопросов применимо-
сти рассмотренных моделей, методов и алгоритмов для решения задачи пара-
метрической идентификации по реальным данным температурных измерений.
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