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В работе рассмотрен методический подход к проектированию интервального фильтра 
Калмана как в непрерывном, так и дискретном виде. Проведено проектирование интер-
вального фильтра Калмана и сравнение его с традиционным фильтром Калмана. Анализ 
полученных результатов показал, что минимаксный фильтр Калмана позволяет повы-
сить точность отработки полезного сигнала при сохранении фильтрующих свойств тра-
диционного фильтра Калмана. 
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The paper considers a methodological approach to design of the interval Kalman filter both in 
the continuous and discrete form. Design of the interval Kalman filter and its comparing with 
the conventional Kalman filtering is implemented. An analysis of results obtained has shown 
that the min-max Kalman filter enables one to increase the accuracy of processing of the useful 
signal under preserving the filtering properties of the conventional Kalman filter. 

 
 

1. Введение 
 

Рассмотрим вопросы обработки результатов измерений в задачах управления ди-
намическим объектом (см. рис. 1). 
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Рис. 1. Исходная схема. 
 

Линейный объект с линейным наблюдателем может быть описан следующей сис-
темой дифференциальных уравнений: 
(1) w)(x)(u)(x)(x ],[],,[ ttGtttft +=& ; 

ν)()()( += ttt xHz , 
где )(u t  – вектор управления; )(z t  – вектор наблюдения; )(x t  – вектор состояния; w  – 
вектор формирующих шумов интенсивностью )(V tw ; ν  – вектор шумов измерения ин-
тенсивностью )(Vν t ; ],)(,)([ tttf ux  – функция состояния; ],[ tt)(xG  – матрица коэффи-
циентов; )(H t  – матрица наблюдения. 
(2) )()),(()),(),(()1( kkkkkkk wxuxx Γ+=+ ϕ ; 

)(v)(x)(H)(z kkkk += , 
где nRk ∈)(x  – вектор состояния; pRk ∈)(u  – вектор управления; mRk ∈)(z  – вектор 
наблюдений; nnRkkk ×∈]),(),([ uxϕ  – функция состояния; pnRkk ×∈Γ ]),([x  – матрица 
управления; nRk ∈)(w  – вектор формирующих шумов интенсивностью )(kwV ; 

mRk ∈)(v  – вектор случайных помех интенсивностью )(kvV ; nmRk ×∈)(H  – матрица 
наблюдения. 
 
 

2. Проектирование зонного фильтра Калмана 
с использованием минимаксного подхода 

 
Традиционно расчет непрерывного сглаживающего фильтра Калмана осуществля-

ется по следующему алгоритму [1, 2]: 

(3) { })()()()()()()()( tytytKtuttxttx
dt
d

ooo −+Γ+Φ= ; 

)()()( txtHty oo = ; 

)()()()()()()()()()()( 1 tVwtPtHtRtHtPttPtPttP
dt
d TT +−Φ+Φ= − . 

где )(txo  – вектор оценок состояния объекта управления; )(tΦ  – матица состояния; 
)(tP  – корреляционная матрица ошибок фильтрации; )(tK – матрица коэффициентов, 

)()()()( 1 tVvtCtPtK T −= ; )(tΓ  – матрица коэффициентов управления. 
В работах [3-7] рассматриваются вопросы минимаксной или интервальной обра-

ботки сигналов. 
Используем указанный подход для проектирования фильтра Калмана. 
Допустим, что по результатам измерений можно сделать заключение, что )(tyo  со-

держится в некотором информационном пространстве tW . Исследование обычно про-
водится в предположении, что область является ограниченной, замкнутой и выпуклой в 
пространстве { })(tyo . 

Алгоритм 
управления 

Z U 
 

Алгоритм 
фильтрации 

X
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Пусть в момент времени t  построена информационная область tW , совместимая с 
сигналами измерений ty .  

Тогда для построения информационной области ttW Δ+  построим область достиже-
ния для фильтра Калмана (1) к моменту времени tt Δ+  )( ttt WG Δ+  из области tW . 

Кроме того, для момента времени tt Δ+  построим информационную область 
ttWy Δ+ , совместимую с измеренным сигналом )( tty Δ+ . Область ttWy Δ+  учитывает воз-

можный диапазон ошибок измерения. 
Информационная область ttW Δ+  определяется как пересечение областей )( ttt WG Δ+  

и ttWy Δ+  (см. рис. 2а). В общем случае построение областей достижимости и информа-
ционных областей возможно только на основе их аппроксимации. Для аппроксимации 
информационных областей, а также областей достижимости, используется несколько 
подходов [5, 6]. 
 

 
 
Рис. 2. Формирование информационного поля. 
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Алгоритм фильтрации Калмана при минимаксном подходе будет иметь следующий 

вид [8]: 

(4) { })()()()()()()()( tytytKtuttxttx
dt
d

Moo −+Γ+Φ= ; 

)()()( txtHty oo = ; 

 )()()()()()()()()()()( tVwtPtHtRtHtPttPtPttP
dt
d TT +−Φ+Φ= −1 . 

где tM Wtty ∈Δ+ )( ; ttttt WyWGW ∩Δ− )(: . 
Алгоритм фильтрации Калмана для обратного времени при минимаксном подходе 

может быть получен путем замены времени τ−= Tt  в уравнениях (3) и будет иметь 
следующий вид 

 { })()()()()()()()( ττττττττ
τ Moo yyKuxx

d
d

−−Γ−Φ−= ; 

)()()( τττ oo xHy = ; 

 )()()()()()()()()()()( 1 tVwPHRHPPPP
dt
d TT −+Φ−Φ−= − ττττττττττ . 

где τττ WyM ∈Δ+ )( ; τττττ WyWGW ∩Δ− )(: . 
Информационная область ττ Δ+W  определяется как пересечение областей )( τττ WG Δ+  

и ττ Δ+Wy (см. рис. 2б). 
Пересечение областей ttW Δ+  и ττ Δ+W позволяет уточнить результаты фильтрации 

(см. рис. 2в). 
Традиционно расчет дискретного фильтра Калмана осуществляется по следующе-

му алгоритму: 
 o

ii
o

ii xФx 11 −− =/ ; 

(5) )(1/
o
iii

o
ii

o
i yyKxx −+= − ; 

o
iii

o
i xHy 1−= / ; 

 T
iii

T
iiiii GQGФPФP += −− 11/ ;  

 1
11

−
−− += )( // i

T
iiii

T
iii RHPHHPK ; 

 1
1

111 −
−

−−− +−= iiii
T

iiii
T

iiiiii PHRHPHHPPP //// )( , 

где o
iy  – вектор оценок наблюдений; o

ix  – оценка вектора состояния объекта управле-

ния; o
iix 1/ −  – оценка вектора прогнозирования состояния объекта управления; iK  – мат-

рица коэффициентов; 1/ −iiP – дисперсионная матрица вектора состояния объекта; iP  – 
дисперсионная матрица оценки вектора состояния объекта. 

Постановка задачи проектирования для дискретного фильтра Калмана может быть 
сформулирована аналогично, как и для ранее рассмотренного случая непрерывного 
фильтра. 

Тогда алгоритм дискретного фильтрации Калмана при минимаксном подходе будет 
иметь следующий вид [9]:  

o
ii

o
ii xФx 11 −− =/ ; 

)(/
M
iii

o
ii

o
i yyKxx −+= −1 ; 



1121 
 

Труды IX Международной конференции «Идентификация систем и задачи управления» SICPRO ‘12 Москва 30 января - 2 февраля 2012 г. 
Proceedings of the IX International Conference “System Identification and Control Problems” SICPRO ‘12 Moscow January 30 - February 2, 2012 

(6) 
o

iii
o
i xHy 1/ −= ; 

T
iii

T
iiiii GQGФPФP += −− 11/ ; 

1
11

−
−− += )( // i

T
iiii

T
iii RHPHHPK ; 

1
1

111 −
−

−−− +−= iiii
T

iiii
T

iiiiii PHRHPHHPPP //// )( , 

где i
M
i Wy ∈ ; iiii WyWGW ∩− )(: 1 . 

Обратное время 
o
ii

o
ii xФx 11 −− =/ ; 

)(/
M
iii

o
ii

o
i yyKxx −+= −1 ; 

 
o

iii
o
i xHy 1/ −= ; 

T
iii

T
iiiii GQGФPФP += −− 11/ ; 

1
11

−
−− += )( // i

T
iiii

T
iii RHPHHPK ; 

1
1

111 −
−

−−− +−= iiii
T

iiii
T

iiiiii PHRHPHHPPP //// )( , 

где i
M
i Wy ∈ ; iiii WyWGW ∩− )(: 1 . 

 
 

3. Синтез алгоритмов фильтрация Калмана 
на основе минимаксного подхода 

 
3.1. Одномерная модель динамического процесса 

Для одномерной модели динамического процесса проведено проектирование тра-
диционного фильтра Калмана (3): 

(7) ))()((
)(

tytyk
dt

tdx
o

o −= 1
1

; 

)()( txty oo 1=  
и минимаксного фильтр Калмана (4):  

(8) ))()((
)(

tytyk
dt

tdx
M

o −= 1
1

; 

)()( txty oo 1= , 

где tWy : yty σ3±)( ; )( ttt WG Δ− : )(3)(1 11 tpttx o ±Δ− ; 
2

minmax

)( ii
M

ww
ty

+
= ; 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−Δ−<−−Δ−
−Δ−>−−

=
;)(3)(13)(,)(3)(1

;)(3)(13)(,3)(

1111

11min

tpttxtytpttx
tpttxtyty

w
oyo

oyy
t σ

σσ
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+Δ−>++Δ−
+Δ−<++

=
.)(3)(13)(,)(3)(1

;)(3)(13)(,3)(

1111

11max

tpttxtytpttx
tpttxtyty

w
oyo

oyy
t σ

σσ
 

Для одномерной модели динамического процесса проведено проектирование дис-
кретного фильтра Калмана (5): 

o
i

o
ii xx 11 11 −− =/ ; 

)(/
o
iii

o
ii

o
i yykxx −+= − 111 1 ; 
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o
ii

o
i xy 11 −= /  

и минимаксного фильтр Калмана (6):  
o
i

o
ii xx 11 11 −− =/ ; 

)(/
M
iii

o
ii

o
i yykxx −+= − 111 1 , 

где iWy : yiy σ3± ; )( 1−ii WG : i
o
i px 111 31 ±− ; 

2

minmax
iiM

i
wwy +

= ; 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−<−−
−>−−

=
−−

−

;313,31
;313,3

111111

111min

i
o
iyii

o
i

i
o
iyiyi

i pxypx
pxyy

w
σ

σσ
  

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>++
+<++

=
−−

−

.313,31
;313,3

111111

111max

i
o
iyii

o
i

i
o
iyiyi

i pxypx
pxyy

w
σ

σσ
 

 
3.2. Двумерная модель динамического процесса 

Для двумерной модели динамического процесса проведено проектирование тради-
ционного фильтра Калмана (3): 

))()((1)(2)(1 tytyktx
dt

tdx
oo

o −+= ; 

))()((2)(2 tytyk
dt

tdx
o

o −= ;  

)(1)( txty oo =  
и минимаксного фильтр Калмана (4):  

))()((1)(2)(1 tytyktx
dt

tdx
Mo

o −+= ; 

))()((2)(2 tytyk
dt

tdx
M

o −= ;  

)()( txty oo 1= , 

где tWy : yty σ3±)( ; )( ttt WG Δ− : )(3)(1 11 tpttx o ±Δ− ; 
2

minmax

)( ii
M

ww
ty

+
= ; 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−Δ−<−−Δ−
−Δ−>−−

=
;)(3)(13)(,)(3)(1

;)(3)(13)(,3)(

1111

11min

tpttxtytpttx
tpttxtyty

w
oyo

oyy
t σ

σσ
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+Δ−>++Δ−
+Δ−<++

=
.)(3)(13)(,)(3)(1

;)(3)(13)(,3)(

1111

11max

tpttxtytpttx
tpttxtyty

w
oyo

oyy
t σ

σσ
 

Для двумерной модели динамического процесса проведено проектирование дис-
кретного фильтра Калмана (5): 

o
id

o
i

o
ii xTxx 111/ 211 −−− += ; 

o
i

o
ii xx 11/ 22 −− = ; 

)(/
o
iii

o
ii

o
i yykxx −+= − 111 1 ;  

)(222 1/
o
iii

o
ii

o
i yykxx −+= − ;  

o
ii

o
i xy 11 −= /  

и минимаксного фильтр Калмана (6): 
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o
id

o
i

o
ii xTxx 111/ 211 −−− += ; 

o
i

o
ii xx 11/ 22 −− = ; 

)(/
M
iii

o
ii

o
i yykxx −+= − 111 1 ; 

)(222 1/
M
iii

o
ii

o
i yykxx −+= − , 

где iWy : yiy σ3± ; )( 1−ii WG : i
o
i px 111 31 ±− ; 

2

minmax
iiM

i
wwy +

= ;  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−<−−
−>−−

=
−−

−

;313,31
;313,3

111111

111min

i
o
iyii

o
i

i
o
iyiyi

i pxypx
pxyy

w
σ

σσ
  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>++
+<++

=
−−

−

.313,31
;313,3

111111

111max

i
o
iyii

o
i

i
o
iyiyi

i pxypx
pxyy

w
σ

σσ
 

 
 

3.3. Трехмерная модель динамического процесса 
Для трехмерной модели динамического процесса проведено проектирование тра-

диционного фильтра Калмана (3): 

))()((1)(2)(1 tytyktx
dt

tdx
oo

o −+= ;  

))()((2)(3)(2 tytyktx
dt

tdx
oo

o −+= ;  

))()((3)(3 tytyk
dt

tdx
o

o −= ;  

)()( txty oo 1=  
и минимаксного фильтр Калмана (4): 

))()((1)(2)(1 tytyktx
dt

tdx
Mo

o −+= ;  

))()((2)(3)(2 tytyktx
dt

tdx
Mo

o −+= ;  

))()((3)(3 tytyk
dt

tdx
M

o −= ;  

)()( txty oo 1= , 

где tWy : yty σ3±)( ; )( ttt WG Δ− : )(3)(1 11 tpttx o ±Δ− ; 
2

minmax

)( ii
M

ww
ty

+
= ;  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−Δ−<−−Δ−
−Δ−>−−

=
;)(3)(13)(,)(3)(1

;)(3)(13)(,3)(

1111

11min

tpttxtytpttx
tpttxtyty

w
oyo

oyy
t σ

σσ
  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+Δ−>++Δ−
+Δ−<++

=
.)(3)(13)(,)(3)(1

;)(3)(13)(,3)(

1111

11max

tpttxtytpttx
tpttxtyty

w
oyo

oyy
t σ

σσ
 

Для трехмерной модели динамического процесса проведено проектирование дис-
кретного фильтра Калмана (5): 

2/3211 2
1111/ d

o
id

o
i

o
i

o
ii TxTxxx −−−− ++= ; 

o
i

o
i

o
i

o
ii xxxx 1111/ 2222 −−−− ++= ; 
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o
i

o
ii xx 11/ 33 −− = ; 

)(/
o
iii

o
ii

o
i yykxx −+= − 111 1 ;  

)(222 1/
o
iii

o
ii

o
i yykxx −+= − ;  

)(333 1/
o
iii

o
ii

o
i yykxx −+= − ;  

o
ii

o
i xy 11 −= /  

и минимаксного фильтр Калмана (6): 
2/3211 2

1111/ d
o
id

o
i

o
i

o
ii TxTxxx −−−− ++= ; 

d
o
i

o
i

o
ii Txxx 111/ 322 −−− += ; 

o
i

o
ii xx 11/ 33 −− = ; 

)(111 1/
M
iii

o
ii

o
i yykxx −+= − , 

)(222 1/
M
iii

o
ii

o
i yykxx −+= − , 

)(333 1/
M
iii

o
ii

o
i yykxx −+= − , 

где iWy : yiy σ3± ; )( 1−ii WG : i
o
i px 111 31 ±− ; 

2

minmax
iiM

i
wwy +

= ; 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−<−−
−>−−

=
−−

−

;313,31
;313,3

111111

111min

i
o
iyii

o
i

i
o
iyiyi

i pxypx
pxyy

w
σ

σσ
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>++
+<++

=
−−

−

.313,31
;313,3

111111

111max

i
o
iyii

o
i

i
o
iyiyi

i pxypx
pxyy

w
σ

σσ
 

Рассмотренные алгоритмы реализованы в программном комплексе «Идентифика-
ция» [10]. Пользовательский интерфейс плагина «Интервальный фильтр Калмана» при-
веден на рис. 3. 
 

 
 

Рис. 3. Пользовательский интерфейс плагина «Зонный фильтр Калмана». 
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4. Результаты 
 

Исходные данные для настройки традиционного и интервального сглаживающего 
фильтра Калмана в прямом времени: ck /11,01 = ; 2

11 /115,0 cp = ; 4,0=yσ  (см. рис. 
3). Результаты моделирование спроектированных фильтров (7), (8) приведены на рис. 
4-6. 
 

 
а) 
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б) 

Рис. 4. Обработка синусоидального сигнала: а) минимаксным фильтром Калмана(8); б) 
традиционным фильтром Калмана (7). 

 

 
а) 
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б) 

Рис. 5. Обработка шумового сигнала: а) минимаксным фильтром Калмана (8); б) тради-
ционным фильтром Калмана (7). 

 

 
а) 
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б) 

Рис. 6. Обработка синусоидального сигнала с наложенным шумом: а) минимаксным 
фильтром Калмана (8); б) традиционным фильтром Калмана (7). 

 
Анализ полученных результатов показал, что минимаксный фильтр Калмана по-

зволяет повысить точность отработки полезного сигнала (рис. 4) при сохранении 
фильтрующих свойств традиционного фильтра Калмана (рис. 5, 6).  
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